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03 UN THE´ORE`ME DE GREEN PRESQUE COMPLEXE
Julien Duval
Re´sume´. On montre l’hyperbolicite´ du comple´mentaire de cinq droites en position
ge´ne´rale dans un plan projectif presque complexe, re´pondant ainsi a` une question
de S. Ivashkovich.
An almost complex version of a theorem by Green
Abstract. We prove the hyperbolicity of the complement of five lines in gen-
eral position in an almost complex projective plane, answering a question by S.
Ivashkovich.
0. Introduction.
Soit X une varie´te´ de dimension 2n munie d’une structure presque complexe,
i.e. d’un automorphisme J de TX tel que J2 = −Id. Quand J n’est pas
inte´grable (non localement e´quivalente a` la structure complexe i de Cn), la varie´te´
X manque en ge´ne´ral d’objets holomorphes. Elle posse`de cependant des courbes
J-holomorphes, i.e. des surfaces dont le plan tangent en tout point est une droite
complexe pour J .
En particulier elle a beaucoup de J-disques non constants (voir l’article de J.-C.
Sikorav dans [1]). Un J-disque est une application f : (D, i) → (X, J) du disque
unite´ D de C vers X , qui est J-holomorphe : elle ve´rifie df ◦i = J ◦df . A la suite de
Kruglikov et Overholt [8], on de´finit donc la pseudome´trique de Kobayashi-Royden
K sur TX comme en complexe par :
K(p, v) = Inf{1/r > 0/il existe un J-disque avec f(0) = p et d0f(∂/∂x) = rv},
ou` p est un point de X et v un vecteur de Tp(X).
La varie´te´ X est dite hyperbolique lorsque K est une vraie me´trique. Au con-
traire, sa de´ge´ne´rescence se traduit par l’existence de J-disques arbitrairement
grands dans X passant par un point dans une direction donne´e. On s’attend
alors, au moins quand X est compacte, a` la pre´sence de courbes entie`res dans la
varie´te´.
Pre´cise´ment, appelons courbe de Brody une application f : (C, i)→ (X, J) non
constante, J-holomorphe et de de´rive´e borne´e.
Comme en complexe (voir Brody [3]), l’hyperbolicite´ se caracte´rise ainsi [8] :
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Crite`re. Soit (X, J) une varie´te´ presque complexe compacte. Alors X est hyper-
bolique si et seulement si elle ne contient pas de courbe de Brody.
Dans le cas complexe, on e´tudie plus aise´ment l’hyperbolicite´ des comple´mentai-
res de diviseurs que celle des varie´te´s compactes. Le crite`re pre´ce´dent demeure sou-
vent valide. Ainsi, l’exemple de base duˆ a` Green [5], l’hyperbolicite´ du comple´men-
taire de 2n+ 1 hyperplans en position ge´ne´rale dans Pn(C), se re´duit a` l’absence
de courbe de Brody dans Pn(C) e´vitant ces hyperplans. Il remonte donc essen-
tiellement a` Picard en dimension complexe 1 et a` Borel en dimension supe´rieure.
A la suite de S. Ivashkovich, il est tentant d’explorer cet exemple en presque
complexe. Ceci n’a de sens qu’en dimension re´elle 4 : en effet toute structure
presque complexe est inte´grable en dimension 2, alors que l’on manque d’hypersur-
faces J-holomorphes en dimension supe´rieure a` 4.
On se donne donc un plan projectif presque complexe. Autrement dit, fixons
une structure presque complexe J sur P 2(C) positive par rapport a` la forme de
Fubini-Study ω : ω(·, J ·) > 0. Appelons J-droite de notre plan l’analogue presque
complexe d’une droite projective, donc une courbe J-holomorphe plonge´e dans
(P 2(C), J), diffe´omorphe a` P 1(C) et de degre´ 1 en homologie.
D’apre`s Gromov [6] (voir aussi [10]), un tel plan presque complexe posse`de beau-
coup de J-droites. Ainsi l’espace de ces J-droites est diffe´omorphe a` P 2(C). Elles
ve´rifient de plus les relations d’incidence usuelles : par deux points distincts passe
une unique J-droite; deux J-droites distinctes se coupent transversalement en un
point unique; les J-droites passant par un point p forment un pinceau diffe´omorphe
a` P 1(C), donnant une projection centrale π : P 2(C) \ {p} → P 1(C).
Soit C une re´union de cinq J-droites en position ge´ne´rale (i.e. sans point triple)
de ce plan presque complexe. Voici notre re´sultat :
The´ore`me. Le plan projectif presque complexe (P 2(C), J) ne contient pas de
courbe de Brody e´vitant la configuration C.
Corollaire. Le comple´mentaire (P 2(C) \ C, J) est hyperbolique.
Dans cette direction, Debalme et Ivashkovich [4] avaient auparavant remarque´
que l’hyperbolicite´ de (P 2(C) \C, J) e´tait une proprie´te´ ouverte dans l’espace des
configurations (C, J).
Le the´ore`me se montre par l’absurde. Conside´rons une courbe de Brody f
e´vitant la configuration C. La remarque principale est que son adhe´rence F dans
P 2(C) est ”feuillete´e” par des limites de f . Par positivite´ d’intersection, une telle
feuille e´vite une droite de C ou y est contenue. Or, par un analogue du the´ore`me
de Liouville, F doit rencontrer chaque droite de la configuration. Donc F contient
C par propagation le long des feuilles. La contradiction est atteinte a` un point
double de C puisque la feuille y passant ne peut eˆtre contenue a` la fois dans les
deux droites correspondantes. Le feuilletage de F s’obtient par un argument de
famille normale en analysant la courbe de Brody f sous les projections centrales
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π a` partir des points doubles de C. Le point crucial est que π ◦ f : C → C∗ est
quasiconforme et d’ordre fini, donc essentiellement un reveˆtement.
Notons que ce sche´ma ge´ome´trique est inte´ressant meˆme dans le cas complexe.
Il re´duit le the´ore`me de Green a` un fait analytique e´le´mentaire de the´orie de
distribution des valeurs : une fonction entie`re ne s’annulant pas et d’ordre fini est
une exponentielle de polynoˆme (comparer avec [2]).
Afin de pre´ciser ceci, de´butons par des pre´liminaires sur les suites de J-disques
et les projections centrales dans un plan projectif presque complexe (P 2(C), J).
1. Pre´liminaires.
Les objets conside´re´s dans la suite sont de classe C∞ sauf mention du contraire,
les convergences de suites d’applications e´tant localement uniformes.
a) Positivite´ d’intersection.
Soient deux J-disques non constants f, g : (D, i) → (P 2(C), J). Supposons-les
d’images distinctes et s’intersectant en f(0) = g(0) = p. Alors cette intersection est
isole´e et l’intersection homologique des deux disques en p est strictement positive
([6], voir aussi l’article de D. McDuff dans [1]). Ceci entraˆıne le :
Fait. Soit (fn) une suite de J-disques convergeant vers un J-disque f . On suppose
que fn(D) e´vite une J-droite L du plan presque complexe. Alors f(D) e´vite encore
L ou y est contenu.
Sinon le disque f(D) couperait positivement la droite L. On trouverait donc
une courbe ferme´e dans f(D) enlac¸ant localement L. Ce serait encore le cas pour
fn(D) pour n assez grand, contredisant le fait que fn(D) e´vite L.
b) Familles normales.
Remarquons d’abord que, si une suite (fn) de J-disques converge vers une appli-
cation continue f : D → P 2(C), alors celle-ci est de classe C∞ et on a convergence
des de´rive´es successives. La limite f est donc un J-disque. Ceci re´sulte de la
re´gularite´ elliptique de l’e´quation des courbes J-holomorphes (voir l’article de J.-
C. Sikorav dans [1]).
Une suite de J-disques est normale si de toute sous-suite on peut extraire une
suite convergente. La remarque pre´ce´dente et le the´ore`me d’Ascoli donnent le :
Crite`re. Une suite (fn) de J-disques est normale si et seulement si la suite
(‖dfn‖) des normes de ses de´rive´es est localement uniforme´ment borne´e.
Ici ‖dfn‖ est mesure´e dans les me´triques standard de C et P
2(C).
Une suite non normale de J-disques produit, quant a` elle, une courbe de Brody
par reparame´trage (cf. [3] et [8]) :
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Lemme de Brody. Soit (fn) une suite non normale de J-disques. Alors il existe
une suite de contractions affines (rn) de C convergeant vers un point de D telle
que (fn ◦ rn) converge vers une courbe de Brody apre`s extraction.
Rappelons que cette courbe de Brody est une application non constante f :
(C, i)→ (P 2(C), J), J-holomorphe et de de´rive´e borne´e (‖df‖ ≤constante).
A ce stade, voyons comment le corollaire de´coule du the´ore`me.
Soit C une configuration de cinq J-droites en position ge´ne´rale dans P 2(C). Si
(P 2(C) \ C, J) n’est pas hyperbolique, on obtient une suite de J-disques dont les
de´rive´es en l’origine explosent, donc une suite non normale e´vitant C. Celle-ci
produit une courbe de Brody dans (P 2(C), J). Elle doit e´viter C, contredisant le
the´ore`me : sinon cette courbe de Brody rencontrerait une droite de la configuration
C; par le a) elle y serait contenue tout en e´vitant les quatre autres droites; on
obtiendrait ainsi une courbe entie`re non constante dans P 1(C)\{4 points}, ce qui
est impossible par le the´ore`me de Picard. 
c) Eclatement presque complexe.
Soit p un point de notre plan presque complexe. D’apre`s [6] (voir aussi [10])
passe par p un pinceau de J-droites parame´tre´ par P 1(C), donnant une projection
centrale π : P 2(C) \ {p} → P 1(C).
Redressons localement ce pinceau sur le pinceau line´aire des droites complexes
de C2 en 0. On construit pour cela un diffe´omorphisme Φ pre`s de p, en projetant
chaque J-droite L du pinceau sur sa tangente TpL paralle`lement a` TpL
⊥. Ce
diffe´omorphisme est de classe C∞ hors de p mais seulement C1+Lip en p. La
structure presque complexe transporte´e par Φ, encore note´e J , sera donc de classe
C∞ hors de 0 et Lipschitz en 0. On peut toujours supposer que J(0) = i.
De´finissons alors l’e´clate´ X de (P 2(C), J) en p comme l’e´clate´ complexe usuel
C˜2 en 0 via Φ.
Par construction, la projection centrale π se rele`ve en une fibration π˜ : X →
P 1(C). La structure J donne par rele`vement une structure presque complexe J˜ sur
X \E ou` E est le diviseur exceptionnel de X . Les fibres de π˜ sont J˜-holomorphes
hors de E.
Lemme. La structure presque complexe J˜ admet un prolongement Lipschitz au
diviseur exceptionnel E.
De´monstration. On le ve´rifie via Φ. Notons q la projection de C˜2 sur C2. On
a, dans une des deux cartes de l’e´clate´ usuel, q(x, t) = (x, tx). Hors du diviseur
exceptionnel E = (x = 0), la structure releve´e s’obtient par J˜ = (dq)−1◦J◦dq. Les
horizontales (t =constante) e´tant J˜-holomorphes, la structure J˜ est de la forme
J˜ =
(
l m
0 j
)
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ou` j, l et m sont, en chaque point, des R-endomorphismes de C. En posant de
la meˆme manie`re J =
(
a b
c d
)
et en explicitant la diffe´rentielle dq, on obtient les
formules suivantes pour J˜ au point (x, t) :
l = a ◦ q + (b ◦ q)t, m = (b ◦ q)x, j = −x−1t(b ◦ q)x+ x−1(d ◦ q)x.
Comme J(z) = i+O(|z|), on ve´rifie bien que J˜(x, t) = i+O(|x|). 
d) Projections quasiconformes.
Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, on se fixe π une projection centrale
associe´e au pinceau de J-droites en p. Celle-ci n’est pas en ge´ne´ral holomorphe.
Cependant elle reste quasiconforme en restriction aux J-disques du plan presque
complexe.
Pre´cisons ceci. On suppose que π envoie l’orientation transverse du pinceau
venant de J sur celle de P 1(C).
Soit 0 ≤ k < 1. Une application g : D → P 1(C) est dite k-quasiconforme si
‖∂¯g‖ ≤ k‖∂g‖. Ici ∂g et ∂¯g de´signent respectivement les composantes C-line´aire
et C-antiline´aire de la de´rive´e de g pour les structures complexes de D et P 1(C).
Notons que g reste quasiconforme (pour une autre constante) si on la compose par
un diffe´omorphisme pre´servant l’orientation de P 1(C).
Proposition. Il existe une constante k < 1 telle que π ◦ f soit k-quasiconforme
pour tout J-disque f e´vitant p.
De´monstration. Relevons le J-disque f a` X l’e´clate´ presque complexe en p, en un
J˜-disque f˜ . On veut voir que π˜ ◦ f˜ est quasiconforme. L’e´nonce´ e´tant de nature
locale, on peut supposer le disque f˜(D) contenu dans un ouvert de carte U de X
trivialisant la fibration. L’ouvert U est donc diffe´omorphe au bidisque D ×D, π˜
devenant la projection sur le deuxie`me facteur. La structure J˜ dans cette carte
est alors de la forme
J˜ =
(
l m
0 j
)
.
Comme on peut toujours supposer que J˜(0) = i, la structure j sera une petite
perturbation i+ ǫ de la structure complexe de D quitte a` re´tre´cir U . Ceci n’utilise
que la continuite´ de J˜ (voir c)).
Ainsi π˜ ◦ f˜ se lit dans la carte comme la deuxie`me projection g : D → D du
J˜-disque. D’apre`s la forme de J˜ , elle satisfait l’e´quation dg ◦ i = j(f˜) ◦ dg =
i ◦ dg + ǫ(f˜) ◦ dg. On en de´duit la quasiconformalite´ de g puisque ǫ est petit.
L’application π˜ ◦ f˜ est donc kU -quasiconforme pour une constante ne de´pendant
que de la carte. En recouvrant X par un nombre fini de tels ouverts U , on peut
prendre pour k le maximum des constantes kU en question. 
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Remarque. D’apre`s le dernier chapitre de la monographie de Lehto et Virtanen
[9], une application k-quasiconforme peut toujours s’e´crire comme compose´e h ◦ φ
d’une fonction holomorphe h et d’un home´omorphisme quasiconforme φ graˆce au
the´ore`me d’Ahlfors-Bers. Nous renvoyons a` [9] pour les de´finitions analytique et
ge´ome´trique des home´omorphismes quasiconformes, et leurs proprie´te´s.
On en de´duit de´ja` cet analogue du the´ore`me de Liouville :
Corollaire. Soit f : (C, i) → (P 2(C), J) une courbe entie`re J-holomorphe. On
suppose que l’adhe´rence de son image e´vite une J-droite L. Alors f est constante.
De´monstration. Plongeons L dans un pinceau de J-droites. On suppose que la
projection centrale π envoie L sur le point a` l’infini de P 1(C). Notons g la com-
pose´e π◦f . Comme f(C) e´vite L, g(C) e´vite l’infini. Autrement dit g : C→ C est
borne´e. Par la proposition et la remarque, g s’e´crit comme une compose´e h ◦φ ou`
h est une fonction entie`re borne´e et φ un home´omorphisme de C. Par le the´ore`me
de Liouville, h et donc g sont constantes. Ainsi la courbe f(C) est contenue dans
une J-droite L′ du pinceau. Or l’adhe´rence f(C) e´vite le point de rencontre de
L et L′ que l’on identifie au point a` l’infini de L′. Donc f est constante par une
nouvelle application du the´ore`me de Liouville. 
Abordons maintenant la de´monstration proprement dite du the´ore`me.
2. De´monstration.
Rappelons que l’on raisonne par l’absurde. Soit f : (C, i) → (P 2(C), J) une
courbe de Brody e´vitant une configuration C = ∪Li de cinq J-droites en position
ge´ne´rale. Notons F = f(C) l’adhe´rence de son image dans P 2(C). On a le :
Lemme ge´ome´trique. Le compact F est re´union de J-disques ∆ non constants
obtenus comme limites de disques de f(C).
Admettons provisoirement ce lemme. Voici comment en de´coule la contradic-
tion. Remarquons de´ja` que les disques ∆ satisfont l’alternative suivante vis-a`-vis
de C (cf. 1.a)) : ou ∆ e´vite C, ou ∆ est contenu dans l’une des droites de C en
e´vitant les autres. En particulier, F doit e´viter les points doubles de la configura-
tion C. Cependant, par l’analogue du the´ore`me de Liouville (cf. 1.d)), F rencontre
chaque droite Li de C. De plus l’intersection F ∩ Li, qui est ferme´e dans Li, y
est aussi ouverte : le disque ∆ passant par un point de F ∩ Li est ne´cessairement
contenu dans Li. Donc F contient toute la configuration. Contradiction. 
De´monstration du lemme ge´ome´trique. Elle repose sur l’analyse de F sous les
projections centrales issues des points doubles de la configuration. Soit p un tel
point double, par exemple le point de rencontre de L1 et L2. Notons π : P
2(C) \
{p} → P 1(C) la projection correspondante. On suppose que les droites L1 et L2
s’envoient par π sur l’origine et l’infini de P 1(C). La restriction de π a` la courbe
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de Brody f est donc a` valeurs dans C∗. Le point crucial est que π ◦ f est presque
un reveˆtement :
Lemme analytique. La compose´e g = π ◦ f : C → C∗ est de la forme eP◦φ ou`
P est un polynoˆme non constant et φ un home´omorphisme de C.
En particulier, soit δ un disque dans C∗; alors g−1(δ) = U ∪
⋃
Dn ou` U et les
disques Dn sont disjoints, g|U de degre´ fini et g|Dn un home´omorphisme sur δ.
Admettons pour l’instant ce re´sultat. Voici comment il entraˆıne le lemme
ge´ome´trique.
Soit z un point de F \f(C). Quitte a` permuter les droites, supposons que L1 et
L2 e´vitent z. Notons t = π(z) et δ un disque centre´ en t dans C
∗. Par hypothe`se,
z est limite d’une suite de points distincts (zn) de f(C). Par la remarque suivant
le lemme analytique on trouve, pour n assez grand, un disque ∆n contenu dans la
courbe de Brody passant par zn tel que π : ∆n → δ soit un home´omorphisme.
Il suffit de voir que (∆n) forme une famille normale pour conclure. Pour cela
reparame´trons conforme´ment les disques ∆n par fn : (D, i) → (P
2(C), J) avec
π ◦ fn(0) = t. Les projections gn = π ◦ fn : D → δ sont ainsi des diffe´omorphismes
k-quasiconformes (cf. 1.d)) envoyant l’origine sur t. Quitte a` extraire, on peut
donc supposer que (gn) converge vers un home´omorphisme γ de D sur δ [9].
On en de´duit bien que la suite de J-disques (fn) est normale. Sinon, par le
lemme de Brody (cf. 1.b)), on trouverait une suite de contractions affines (rn) de
C convergeant vers un point a de D telle que (fn ◦rn) converge vers une courbe de
Brody h quitte a` extraire. Ainsi (gn ◦ rn) aurait pour limite γ(a). Autrement dit,
la courbe h serait contenue dans la fibre de π au-dessus de γ(a), donc dans une
J-droite L du pinceau en p. Par ailleurs cette courbe de Brody e´viterait encore C
comme limite d’une suite de J-disques hors de C (cf. 1.b)). Or L ∩ C contient au
moins trois points. On obtiendrait donc une courbe entie`re non constante dans
P 1(C) \ {3 points}, contredisant le the´ore`me de Picard. 
De´monstration du lemme analytique. Elle repose sur le fait que la courbe de Brody
f est d’ordre fini, ainsi que sa projection g = π ◦ f . Comme g est quasiconforme,
on l’e´crira comme compose´e h ◦ φ d’une fonction entie`re h d’ordre fini et d’un
home´omorphisme. Or on sait bien qu’une fonction entie`re ne s’annulant pas et
d’ordre fini est une exponentielle de polynoˆme (cf. par exemple [2]).
De´taillons ceci. Notons Dr le disque centre´ en l’origine de rayon r dans C.
Rappelons que ω de´signe la forme de Fubini-Study de P 2(C), celle de P 1(C) e´tant
note´e ω′. De´finissons, comme Nevanlinna et Ahlfors (voir [7]), les caracte´ristiques
de f et g par :
T (f)(r) =
∫ r
0
(
∫
Dρ
f∗ω)dρ
ρ
, T (g)(r) =
∫ r
0
(
∫
Dρ
g∗ω′)dρ
ρ
=
∫ r
0
(
∫
Dρ
f∗π∗ω′)dρ
ρ
.
Les applications f ou g sont d’ordre fini si leur caracte´ristique croˆıt au plus poly-
nomialement en r. C’est le cas pour f : en effet sa de´rive´e est borne´e, donc f∗ω
est une 2-forme borne´e sur C et T (f) croˆıt quadratiquement.
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Pour passer a` g, on va comparer la forme singulie`re (le courant) π∗ω′ a` ω.
Leur diffe´rence n’est plus tout a` fait, comme en complexe, le ddc d’un potentiel a`
singularite´ logarithmique en p :
Fait. Il existe une fonction ne´gative u et une 1-forme borne´e α sur P 2(C) \ {p}
telles que π∗ω′ = ω + ddcJu+ dα en dehors de p, avec la notation d
c
Ju = −du ◦ J .
En effet, comme ω et π∗ω′ sont cohomologues, il s’agit d’un proble`me local
pre`s de p : e´crire π∗ω′ comme somme du ddcJ d’un potentiel ne´gatif et d’une
diffe´rentielle d’une 1-forme borne´e. Or, apre`s redressement du pinceau en p par Φ
(cf. 1.c), on a π∗ω′ = ddclog|z| = ddcJ log|z| + dβ ou` β = dlog|z| ◦ (J − i). Cette
1-forme est bien borne´e pre`s de 0 car J(z)− i = O(|z|) (Φ est C1+Lip en p).
Puisque f est J-holomorphe, on peut maintenant comparer T (g) et T (f) :
T (g)(r) = T (f)(r) +
∫ r
0
(
∫
Dρ
ddc(u ◦ f)dρ
ρ
+
∫ r
0
(
∫
∂Dρ
f∗α)dρ
ρ
.
Classiquement [7] la premie`re inte´grale vaut
∫ 2pi
0
u ◦ f(reiθ)dθ−2πu ◦ f(0). Elle
reste donc majore´e puisque u est ne´gative. La seconde croˆıt line´airement : en
effet, la 1-forme f∗α est borne´e sur C car la de´rive´e de f et α le sont. Donc g est,
comme f , d’ordre fini.
Ecrivons maintenant g comme compose´e g = h ◦ φ d’une fonction entie`re h
et d’un home´omorphisme quasiconforme φ de P 1(C) fixant l’infini (cf. 1.d) et
le dernier chapitre de [9]). Notons que l’home´omorphisme φ est Ho¨lder pour la
me´trique de Fubini-Study de P 1(C) [9]. Puisqu’il fixe l’infini, son inverse croˆıt
polynomialement pour la me´trique usuelle de C : on aura φ−1(Dr) ⊂ Drd pour
un certain entier d et r assez grand. Ceci entraˆıne que h est, comme g, d’ordre
fini : T (h)(r) vaut en effet par de´finition∫ r
0
Aireω′(g(φ
−1(Dρ)))
dρ
ρ
≤
∫ r
0
Aireω′(g(Dρd))
dρ
ρ
+O(1) = d−1T (g)(rd) +O(1).
Rappelons enfin brie`vement pourquoi h est une exponentielle de polynoˆme.
Comme h ne s’annule pas sur C, elle a un logarithme k. Montrons que c’est un
polynoˆme. Notons pour cela que, dans C, ω′ = ddclog(1 + |z|2). Donc :
T (h)(r) =
∫ r
0
(
∫
Dρ
ddclog(1 + |h|2)dρ
ρ
=
∫ 2pi
0
log(|h|+ |h|−1)(reiθ)dθ +O(1).
La deuxie`me e´galite´ re´sulte de (∗) et du fait que log|h| est harmonique. Ainsi
les moyennes sur les cercles de centre 0 et de rayon r de
∣∣log|h|∣∣ = |Re(k)| ont
une croissance polynomiale. Or le de´veloppement en se´rie entie`re de k a` l’origine
donne :
k(n)(0) = π−1n! r−n
∫ 2pi
0
Re(k)(reiθ)e−inθdθ.
En faisant tendre r vers l’infini, on obtient bien que k(n)(0) = 0 pour n grand. 
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